Sujet Droit

Correction du devoir de Mathématiques n°4

Exercice 1

L (a)
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3. (a) za4 =(142i)(44+1) —2—4i =5i = zc donc C est 'image de A par f.
zpr=(1+2i)(14+4i)—2—4i=—-3—1i=2zp donc D est 'image de B par f.

(b) Q est invariant par f si et seulement si f(w) = w soit :

= (142w —2— 4

w =
— 2w —2— 47
o4 o4 . Y
Y - .12(2 .z)x(.22)= 4Z+8=2—2‘
—2i (—2i) x (24) 4
4. (a)
2 —2=(142)2—2—4i—2=2i2—2—4i=—-2i(2—1i—2)
(b) On en déduit que :
2 — 2= =2i(w—2)
d’ou :
MM’ 2 -z
QM w—2z | =2
N o
(W;MM') = arg(z z):arg(—Qi):—g
w—2z
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Exercice 2

1. Dapres (1) et (2), on a [f(0)]? = [f/(0)]? =1 =12 -1 =0 donc f(0) =
2. De plus, on a [f'(z)]> = 1+ [f(z)]? > 0 donc f' ne s’annule pas.

3. En dérivant chaque membre de 1’égalité de la propriété (1), on a :

2f'(x) x f"(x) — 2f(z) x f(z) =0
soit :
2f () (f"(2) = f(x)) =
or f' ne ’annule pas donc pour tout nombre réel z, f(z) = f(z).
(a) Onau(0) = f'(0) + f(0)=1+0=1et v(0) = f'(0) — f(0)=1—-0=1.
(b) Onav' =f"+f'=f+f =uetd =f"—f =f—f=—
(c) La fonction u est donc de la forme Ceé” et comme u(0) = 1 on a u(x) = e*. La fonction v est de
la forme Ce™* et comme v(0) =1 on a v(z) =e ".

~

(d) On a pour tout réel = :

Probleme

Partie A

1. Les solutions de I’équation (1) sont de la forme y(x) = Ce?*.
2. (a) u(z) = (ax + b)e” est solution de I’équation (2) si et seulement si :
u'(z) —2u(z) = =ze
ae” 4+ (ax + b)e” —2(ax + b)e® = xze”

((ra—1Dz+(a—0b)e" = 0
(—a—1Dz+(a-b) = 0
(a,b) = (-1,-1)
soit u(x) = —(z + 1)e”
(b) v est une solution de ’équation (2) si et seulement si :
v(x) —2v(xz) = 0
V() = 2v0(z) = ze” — (v (x) — 2u(x))
(ut+0)(2) = 2u+v)(z) = ze’

c’est a dire si et seulement si u + v est solution de (1).
(c) Les solutions de (1) sont donc de la forme u(x) + Ce?® = Ce** — (x + 1)e”
3. La solution de I’équation (1) qui s’annule en 0 est f(z) = e?* — (x + 1)e®

Partie B
1. Ona:
lim g(z) = lim (—xz)= 400
Tr——00 Tr——00
de plus :
x 2
g(x) = €” (2—67—e—x>
d’ou :
: €T
o 90) = B €7 = oo
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2. La fonction g est définie et dérivable sur R et ¢'(x) = 2¢* — 1 d’ou :

T —In2
g (z) | — 0 +
g(x) |\ /
In2 -1

3. On a lirf g(x) =400 et In2 —1 < 0, la fonction g étant continue et strictement monotone sur les
T— 100

intervalles | — 0o; —In 2] et [—In2; 4+o00[ le théoreme des valeurs intermédiaires implique I’existence de
deux solutions a €] —oo; —In2] et f € [—1In2;+o00] a I'équation g(x) = 0.

(a) On a ¢g(0) =0 donc 5 = 0.
(b) On a g(—1,6) ~0,0038 > 0 et g(—1,5) ~ —0,0537 < 0 donc —1,6 < a < —1,5.

Partie C

Soit f la fonction définie sur R par :

1. On a
lim f(z)= lim (—xe®) =0
T——00 T——00
de plus :
9 r+1
flay=e (1- 222
d’ou :
. T 2
o 1) = Lip 8 = oo

2. La fonction f est dérivable sur R et :
fl(x) =2e*® — 14 e® + (z + 1)e] = 2e** — (z + 2)e® = e%g(x)

3. On en déduit le tableau de variations de la fonction f :

T o 0
fll@) |+ O - 0 +
f(@)
flx) | / N\ /!

0

4. On a g(a) = 0 d’ot1 e = 1 4 §, par conséquent :

)2 «@ «@ « a? + 2
(@) <1+2) (O‘+1)<1+2) <1+2)<+2 “ 1
2+ 22
On montre que la fonction ¢(x) = — 1 est croissante sur l'intervalle [—1,6; —1,5] d’ou :
0,16 < f(o) <0,1875



