Sujet Droit

Correction du devoir de Mathématiques n°1

Exercice 1

Partie A

On suppose 'existence d’au moins deux réels c1,ca € [a;b] avec ¢1 < ¢ tels que f(c1) = f(c2) = k.
Comme f est strictement décroissante sur lintervalle [a;b] on a f(c1) > f(c2) soit k > k ce qui est
impossible!

Par conséquent il ne peut exister plus d’une solution ¢ € [a;b] & '’équation f(c) = k si la fonction f est
strictement décroissante sur [a; b] et comme le théoreme des valeurs intermédiaires affirme qu’il en existe au
moins une si la fonction f est continue sur [a;b] nous pouvons conclure & l'existence d’une unique solution
c € la;b] a léquation f(c) = k si la fonction f est continue et strictement décroissante sur [a; b].

Partie B
1. La fonction f est une fonction polynéome donc elle est définie continue et dérivable sur R et :
f'(z) = =32% + 62 = —3x(z — 2)

On en déduit le tableau de variations de la fonction f :

T —00 0 2 400
f'(x) - 0+ 0 -
400 )
f(z) N\ / N
1 —00
- s 3 1
2. On peut écrire pour z # 0, f(z) = —2° (1 — - — — | et de plus :
x x
1
lim 3 = lim — =0

r—too r—to00 (L‘3

Donc :
lim f(z)= lim (—2®) =400 et lim f(z)= lim (—2*) = —o0

T——00 T——00 T—+00 T—+00
3. D’apres le tableau de variations, on a f(z) > 1 si x < 2 donc I"équation f(z) = 0 n’admet pas
de solution dans | — 00;2]. De plus f(2) = 5, liIJIrl f(z) = —oo et f est strictement décroissante
T— 100
sur [2; 00| donc d’apres la question de cours, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur
I'intervalle [2;4o0].
On remarque également que f(3) =1>0et f(4) = —15 < 0 donc « € [3;4].
4. A T’aide d’un tableau de valeurs & la calculatrice on obtient 3,10 < a < 3, 11.

Exercice 2

1. La fonction f est une fonction rationnelle, son dénominateur ne s’annulant pas elle est définie continue
et dérivable sur R et :
(322 + 22 +10)(z2 +1) — (2® + 22 + 100 + 1)(2z) 2% — 722 + 10

Fo= @717 ERGERE
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2. (a) L’équation X2 —7X + 10 = 0 admet pour solutions X; = 2 et Xo = 5.

(b) Les tangentes horizontales de la courbe représentative de la fonction f s’obtiennent en résolvant
I'équation f/(x) = 0 soit (22)? — 7(2%) + 10 = 0 et d’apreés la question précédente on obtient

quatre solutions z1 = —V/5, 22 = —v/2, 3 = V2 et 24 = V/5.

De plus :
fa) = f-vE) = DOFEIOBAL GoIVE 5B
fa) = sy = RERZIBRL_STRVE g
fla) = gwm = DEEEPOEEL L SERVE
fa) = g/ = WEESLIWVERL L SAIVE 5

La courbe représentative de la fonction f admet quatre tangentes horizontales aux points :

Ml(—\/3;1—%3) Mo(—V2;1—4v2)  M3(V2;1 + 4V?2) M4(\/5;1+5T\/3)

(22 — 2)(2® - 5) '

(¢) Les variations de la fonction f s’obtiennent en étudiant le signe de f/(z) =

RS
x| - V5 -2 V2 Vb +00
z? -2 + + 0 — 0 + +
2?2 -5 + 0 — — — 0 +
(@) 0 - 0 + 0 -0+
155 1+4v2 +00
f(x) /! N\ / \ /
3. (a) Ona:
0zt B+ Y ax(m2+1)+ﬁ(x2+1)+7x:ax3+ﬁw2+(a+7)x+ﬁ

241 2 +1 2 +1
D’ou par identification a =1, f =1et v =9 et donc :

9z
2 +1

fla)=az+1+

(b) La courbe représentative de la fonction f admet pour asymptote oblique en —co et 400 la droite
d’équation y =z + 1 car :

v —0
z—+o00 r—4oo | 12 +1 z—+o0

lim [f(z) - (2 +1)] = lim [ i }: lim

1
1‘+5

(c) La courbe représentative de la fonction f admet le point I(0;1) pour centre de symétrie car :

f(=z)+ f(x) 1 /(=2 +(—2)?+10(-2) +1 23+ 22+ 10x+1
2 - §< (—2)2 +1 22 +1 >
1 —23 4+ 22— 100+ 1+ 23+ 22+ 102 + 1
B §< 2 +1 )
1 /2(2*41)
B §< 2?4+ 1 >
= 1
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4. La courbe représentative de la fonction f est la suivante :

Exercice 3
1. En raison de la présence de la fonction racine carrée, la fonction f est définie pour 1 — z > 0 soit
x €] — 00; 1] et dérivable pour 1 — 2 > 0 soit €] — oco; 1].

2. On utilise la formule de dérivation du produit de deux fonctions :

Vi—z 21—z 21—z 2/1-=

3. On en déduit les variations de la fonction f :

Pl =1x VT Taex L _2WVI-of-w 2(-a)-a  —dri2
2

x —00 0 % 1
f'(x) + + 9 - |
3V3
/! N\
f(z) 0 0
/!
—00

4. D’ou I'étude du nombre de solutions de ’équation f(z) =k :
~ Sik> 3—\2/5 I'équation f(z) = k n’admet pas de solution.
- Sik= 3—\2/5 I'équation f(z) = k admet une solution.
-Sio<<k< % léquation f(x) = k admet deux solutions.
— Si k < 0 I'équation f(x) = k admet une solution.
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1 2 1
5. On remarque que 0 < —= < ——= donc d’apres la question précédente ’équation f(z) = ——= admet
aned 3v3  3V3 P q1 2p ) ? i@ 3\/51
deux solutions x1 et 9. De pluson a f(0) =0< ——, f(z) = —= > ——= et f(1) =0 < —= donc

2 2
on peut poser 0 < x; < - et - <9 < 1.

3 3

6. (a)
cos30 = cos(6 + 20)

cos 0(cos? § — sin? ) — sin 6(2sin 6 cos )
cos3 0 — cos 0 sin? 6 — 2sin? 0 cos 0
cos® @ — 3sin? cos 0
= cos®6 — 3(1 — cos? ) cos 0
cos3 0 — 3cosf + 3cos® 0
= 4cos®f — 3cosb

1
(b) On pose v = 5(1 + 2cos @), alors :

1 1
Y1l —n) = 5(1—}—2005«9)2 1—5(1—|—2cos«9)

1

= 2—7(1+2C080)2[3—(1+2C089)]
1

= 2—7(1+2C080)2(2—20080)
2

= 2—7(1+20089)2(1—COS¢9)
2

= 2—7(1+4C089+4C0829)(1—COS(9)
2

= 2—7(1+30080—4cos30)
2

= 2—7(1—(4c053«9—3cos¢9))
2

= 2—7(1—00839)

5
On en déduit en remplacant 6 par g et g que :

a2(1_a):3(1—cos5—7r)— 2(1_1):i

27 377 21 2/ T 91
ot 2 2 11
21 - B) = (1 —cos2) = Z(1— =) = —
F=p) =gl —cosg) =zl =5) = 57
(c) On en déduit que :
1
Vor(l—a)= V(1 -08) =/ 5

et puisque « et [ appartiennent a 'intervalle [0;1] :

a\/l—a:ﬁ\/l—ﬁ:%

1 2 2
a et [ sont solutions de I’équation f(z) = ﬁ et comme 0 < a < 3 et 3 < (B < 1 on en déduit

que 1 = o et x9 = .
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