Sup Tsi - Travaux Dirigés de mathématiques

[X. Suites

Exercice 1

1
On considére 'ensemble E = {— +(-1)", ne N*}, déterminer s’ils existent son plus grand élément,
n

son plus petit élément, sa borne supérieure et sa borne inférieure.

Exercice 2

Montrer qu’il existe une unique suite arithmétique (uy,)nen telle que uy = 6,8 et uyg = 23, 6. Déterminer
alors us3.

Exercice 3

n k=n
Montrer que la suite (u,)nen définie par u,, = n1 Pour tout n € N est géométrique. Déterminer Z Ug,.
k=0
Exercice 4
R . . L. . . Up, + Upt2
Montrer qu’une suite (u, ),y est arithmétique si et seulement si pour tout n € Non a u,+1 = —

Exercice 5

Montrer qu’'une suite (u,)pen strictement positive est géométrique si et seulement si pour tout n € N

Ol & Upt1 = /UnUnt2-

Exercice 6

uyg = 1
k=n—1
Déterminer une forme explicite de la suite (u définie par .
XP ( n)neN p Uy = Z up, , n € N*
k=0
Exercice 7
2" +n

Etudier le sens de variation de la suite (un)nen définie par u, = pour tout n € N.

3’!’L

Exercice 8

uyg = 1
Upr1 = V1+u,, neN

Montrer que la suite (uy,)nen définie par { est bornée.
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Exercice 9

. , . uyg = 1 .
Mont 1 t défi — t te.
ontrer que la suite (un)nEN elnie par { Uns1 = T+u, ne N est croissante

Exercice 10

Déterminer en fonction de ug le sens de variation de la suite (uy,),en définie par la relation de récurrence
Uy + 1

Upy1 = pour tout n € N.

Exercice 11

Uy + 1

Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par la relation de récurrence u, 11 = pour tout

n € N. (on pourra s’intéresser & la suite (vy)nen définie par v, = u, — 1 pour tout n € N)

Exercice 12

Unp4-1

On considére une suite (u,),en & termes strictement positifs tels que la suite (
Unp,

> converge vers
neN

1
3 Montrer que la suite (uy,)pen converge vers 0.

Exercice 13

. . . L (—=2)" +3n
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par u, = "3 —on pour tout n € N.
—2n
Exercice 14
, —1)si 1) — 1) si —1
Etudier la convergence de la suite (uy,)nen définie par u,, = (n=Dsin(n+1) = (n+ 1)sin(n — 1) pour

n
tout n € N*,

Exercice 15

, 10™x
Etant donné un réel x, étudier la convergence de la suite (u,)nen définie par u, = L 1o J pour tout
n € N.
Exercice 16
k=n 1
Démontrer que = > In(1 + z) pour z > 0, en déduire que la suite (uy,)nen+ définie par u,, = Z 7 pour
k=1

tout n € N* diverge vers +oc0.
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Exercice 17

k=n
1
On considere la suite (uy,)pen+ définie par u, = Z 2 pour tout n € N*. Démontrer que 0 < u, < 2— -
k=1
pour tout n € N*| en déduire que la suite (u,)nen+ converge et donner un encadrement de sa limite.

Exercice 18

k=n k=n
. o 1 1 2 1
Montrer que les suites (u,)nen et (vp)nen définies par u,, = m + kz_o 7 et v, = m + kz_o 7
pour tout n € N sont adjacentes, en déduire qu’elles convergent vers une méme limite [ € [2; 3].
Exercice 19
k=n k
. o (-1
Montrer que la suite (uy,)nen définie par u, = Z P pour tout n € N est convergente.
k=0
(on pourra s’intéresser aux suites (u2n)nen €t (U2n+1)nen)
Exercice 20
4n+1 + n3
Déterminer un équivalent simple de la suite (uy,)nen définie par u,, = ECTE— pour tout n € N,
n

Exercice 21

Que penser de la notation wu,, = o(o(vy,))?

Exercice 22

k=n
Montrer que Z k3 = O(n%).
k=1
Exercice 23

2n? +1 1
Déterminer o, 8 € R tels que;zi—i_:a—i—é—i—o — .
n“+n+1 n n

Exercice 24

Déterminer un équivalent simple de la suite (uy,)nen définie par u, = vn? + 1 — n pour tout n € N.
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Réponses

1) max(F) = sup(E) = g et inf(F) = —1.

U9 — u7
19—-7

2) La suite est nécessairement la suite de raison r =
d’ou usg = =3+ 53r =171,2.

k=n n+1
3 3
3) Ul _ 2 o up = <—> — 1.

2
k=0
4) Pour la condition suffisante, on remarque que uy,+1 — u, est une constante.

= 1,4 et de premier terme ug = uy;—7r = —3

Un+1

5) Pour la condition suffisante, on remarque que est une constante.

n
6) On montre par récurrence que u, = 2"~ pour n € N*.
1—2n-—2"

3n+1 < 0.

7) On a upi1 — uy =
8) On montre par récurrence que 0 < u, < 2 pour tout n € N.

9) On montre par récurrence que uy,+1 — Uy, = 0 pour tout n € N.

10) On montre que la suite est constante si ug = 1, minorée par 1 et strictement décroissante si ug > 1,
majorée par 1 et strictement croissante si ug < 1.

1
11) La suite (uy)nen converge vers 1 car la suite (v, )nen est géométrique de raison 3

9 n—N
pour tout n > N d’ou u,, < uy <—) pour tout n > N.

Un+1
<

2
12) Il existe un rang N tel que -
Unp, 3

3

2\ " 1+ _3n_

. —2)m

13) La suite converge vers 0 car u, = (——) — a5,
3 — 5

2coslsinn
14) La suite diverge car u,, = 2sinlcosn — ———.
n

15) La suite converge vers x car z — 107" < u,, < = pour tout n € N.
k=n

16) On remarque que u, > Z In(1 + k) — In(k) = In(n + 1) pour tout n € N*.
k=1

17) On procede par récurrence, la suite est croissante majorée par 2 donc elle converge vers [ € [1;2].
18) On montre que les suites sont adjacentes et on remarque que uy = 2 et vy = 3.

19) Les suites (u2p)nen et (u2n+1)nen sont adjacentes.

20) u, ~ 22,

21) u, = o(vy).

1 k=n 1 k=n
22) O <5 Y K< 3=
) On remarque que 0 o k > n 1
k=1 k=1
2n? +1 2 1
23) 27274_:2__4_0 ~ ).
n“+n+1 n n

1
24) En utilisant expression conjuguée, on obtient u, ~ o
n
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