Sup Tsi - Travaux Dirigés de mathématiques

[II. Géométrie du plan

Exercice 1

Le plan étant muni d’une base orthonormale directe (4, j ), on considere la base (U, V') obtenue
m
par rotation d’angle —— de cette derniére. Déterminer les formules de changement de repere donnant les

c%)rcg)nnées (2/;y') d'un vecteur dans la base (W, ¥) en fonction de ses coordonnées (x;y) dans la base
(i, 7).
Exercice 2

Dans le plan complexe, on considére un vecteur @ d’affixe 3 — 2i. Déterminer Paffixe de I'image de ce

. 27
vecteur par la rotation d’angle —3

Exercice 3

Dans le plan muni d’un repere orthonormal direct, déterminer les coordonnées polaires du point M de
coordonnées (\/§ —2;3 — 2\/5)
Exercice 4

On considére deux vecteurs & et ¥ du plan. Exprimer ||7||2 — ||| en fonction de ||2% + 37 ||? et
137 + 272
Exercice 5

Dans le plan, on considere un segment [AB] de milieu /. Montrer que pour tout point M on a M A? +

1
MB? =2MI*+ §AB 2 En déduire le lieu géométrique formé par les points M vérifiant M A%2+M B? = AB2.

Exercice 6

Dans le plan, on consideére un segment [AB]. En utilisant le point G = bar{(A4;1), (B;2)}, déterminer
le lieu géométrique formé par les points M vérifiant M A? + 2M B? = AB?.
Exercice 7

e
Dans le plan, on considere un segment [AB] de milieu I. Montrer que pour tout point M ona M A . M g =
1 — ? 3
MI? - ZABQ. En déduire le lieu géométrique formé par les points M vérifiant MA . MB = ZABQ.

Exercice 8

Démontrer que .U = Det(ﬁng(?)) et Det(W, V) = r= (). 7.

S

Exercice 9

Dans le plan complexe, calculer I'aire du triangle dont les sommets ont pour affixes ¢ — 2, 1 —14 et 5+ 2i.
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Exercice 10

Dans le plan muni d’une base orthonormale directe, on considere les vecteurs 0 ( ; ) et U ( 12—';2\\//75 ) .

Déterminer la mesure de Pangle orienté (7, ).

Exercice 11

—

On considere un triangle ABC' tel que BC =4, ABC =
AC.

s s
1 et ACB = 3 Calculer les longueurs AB et
Exercice 12

Dans le plan muni d’un repere orthonormal, déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par le point A(2; —1) et perpendiculaire & la droite d’équation 3z — 2y + 5 = 0.
Exercice 13

Dans le plan muni d’un repere orthonormal, déterminer un paramétrage de la droite passant par le point

A(—1;3) et admettant 77 < 2

1 ) pour vecteur normal.

Exercice 14

Dans le plan muni d’un repere orthonormal, on considere les points A(3;4), B(1;2) et C'(5;1). Déterminer
les coordonnées de I'orthocentre du triangle ABC' ainsi que les coordonnées du centre du cercle circonscrit
au triangle ABC.

Exercice 15
Dans le plan muni d’un repere orthonormal, déterminer la distance du point A(2;1) a la droite D

= 3 + 3t

d’équation paramétrique{ * 1 o4 oo

Exercice 16

Dans le plan, on considére un segment [AB]. Déterminer le lieu géométrique formé par les points M
vérifiant AM . E = AB?.

Exercice 17
Dans le plan, on considére un segment [AB]. Déterminer le lieu géométrique formé par les points M

vérifiant Det(m,ﬁ) = AB?.

Exercice 18

Dans le plan muni d’un repere orthonormal, on considere les points A(3;1) et B(—2;2). Déterminer une
équation cartésienne du cercle de centre A passant par le point B.

Exercice 19

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on considere les points A(3;2), B(—1;—2) et Q(2;—1).
Déterminer 'intersection de la droite (AB) avec le cercle de centre €2 et de rayon 2.
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Exercice 20
Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on considere les points A(3;1), B(6;5) et C(2; —2). Déter-

miner une équation cartésienne des tangentes au cercle de diametre [AB] passant par le point C.

Exercice 21

Déterminer les courbes d’équations polaires p = et p=2cosf — 3sinb.

2cosf — 3sinf

Exercice 22

Dans le plan complexe, on considere le point Q et le vecteur @ d’affixes respectives 1 + 2i et 3 —i. On
s
appelle r la rotation de centre 2 et d’angle — et ¢ la translation de vecteur . Montrer querotettor

sont des isométries directes et déterminer leurs éléments caractéristiques.

Exercice 23

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on considere les points A(—1;—3), B(2;1) et M(x;y).
Déterminer en fonction de x et de y les coordonnées du projeté orthogonal du point M sur la droite (AB)
puis celles du symétrique du point M par rapport a la droite (AB).

Exercice 24

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on considere les points A(—1; —3) et B(2;1). Déterminer
Pécriture complexe de la réflexion d’axe (AB) sachant qu’elle est de la forme 2’ = a Z 4 b avec a et b des
nombres complexes et |a| = 1.

Exercice 25

On considere un segment [AB] du plan. Montrer qu’il existe une unique homothétie de rapport —2 qui

transforme A en B et déterminer son centre.

Exercice 26

Dans le plan complexe, on considere les points M, N, M’ et N’ d’affixes respectives 6 +1, —3—2i, —2—1
et 4 + 1. Montrer qu’il existe une unique homothétie transformant M en M’ et N en N’ et déterminer ses
éléments caractéristiques.

Exercice 27

Dans le plan complexe, on considere les points A et B d’affixes respectives 1+ 2i et 3 —¢. On appelle h
b
I’homothétie de centre A et de rapport —2 et r la rotation de centre B et d’angle 5 Montrer que hor et

r o h sont des similitudes directes et déterminer leurs éléments caractéristiques.

Exercice 28

On considere quatre points M, N, M’ et N’ du plan complexe avec M # N et M’ # N’, on note m, n,
m’ et n’ leurs affixes respectives. Montrer en utilisant 1’écriture complexe qu’il existe une unique similitude
directe transformant M en M’ et N en N'.
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Probleme 1 (Formule de Héron)

On considere un triangle, on appelle a, b et ¢ les longueurs de ses cotés et v la mesure de I'angle opposé
au coté de longueur c. Exprimer cosy en fonction de a, b et c. En déduire (sin)? sous forme factorisée.
Exprimer I'aire du triangle en fonction de a, b et c.

Probléeme 2 (Loi des tangentes)

On considere un triangle, on appelle a, b et ¢ les longueurs de ses cotés et «, S et v les mesures des
angles respectivement opposés aux cotés de longueurs a, b et c.
a—p
_ tan 75—

atb at+B
5 tan -

S}
Sy

Démontrer que

Probleme 3 (Equation complexe d’une droite et d’un cercle du plan)

Démontrer que toute droite du plan admet une équation complexe de la forme m z+m zZ+p =0 avec
meC"etpeR.

Démontrer que tout cercle du plan admet une équation complexe de la forme zZ+m z+m zZ+p =0 avec
meCetpelR.

Probléme 4 (Coordonnées barycentriques du centre du cercle inscrit)

On considere un triangle ABC' du plan et on appelle I, J et K les pieds des bissectrices issues respecti-

vement de A, B et C'. Montrer que — = —. En déduire les coefficients du point I en tant que barycentre

des points B et C. Montrer que Q = bar{(A4; BC),(B;AC),(C;AB)} est le centre du cercle inscrit au
triangle ABC.

Probléeme 5 (Inversion du plan)

Q|| =

On considere Iapplication définie sur le plan complexe privé de O par Iécriture complexe 2/ =
Déterminer I'image par cette application des droites et cercles du plan.
Probléeme 6 (Ecriture complexe d’une réflexion)

Dans le plan complexe, déterminer 'écriture complexe d’une réflexion d’axe passant par un point €2

i ; ”
et d’angle a avec l'axe des abscisses. On notera z — zg = re?, 2/ — zqg = re'? et on remarquera que

(& =)
arg 5 A0 = afn].

Probleéme 7 (Ecriture complexe d’une similitude indirecte)

Déterminer I’écriture complexe d’une similitude indirecte. On appelera b et a + b les affixes des images
par la similitude directe des points d’affixes 0 et 1.
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Réponses

Exercices

1)
2)
3)
)
5)
6)
7)

8)
9)
10)

11)
12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)
19)

20)

21)

1 1
Ona7:%§7+§7et7:—§7+\/7§7d’01‘1x’: (:c\/g—y) ety =

Onaz . @h=¢ i%(?’_%):(_g_\/g)jL(l_%)

T_2n
3

(x+y\/§).

N | —
N | —

2
Les coordonnées polaires du point M sont p =4 — 2v/3 et 6 = ?W
127 + 37||2 — I3 +27'||?

Ona [T || ¥|]* =

On utilise la relation M A? + MB? = ﬁ +1 A —[> + I—g 2 le lieu géométrique cherché est le
cercle de diametre [AB].

2
On a MA? +2MB? = 3MG? + §AB2, on en déduit que le lieu géométrique cherché est le cercle de
centre G passant par B.

A B -
On utilise la relation MA . M ﬁ +1 A j} + @ , le lieu géométrique cherché est le cercle
de centre I et de rayon AB.

(W), 7).

On s’intéresse aux angles orientés (1, Tz (7)) et (r

SIE]

On utilise la formule du déterminant en complexes et on obtient —

Ona (¥, 7)= —§[27T].

En utilisant la loi des sinus, on obtient AB = 2v/2 (3 —/3) et AC =4 (v/3 — 1).
La droite admet pour équation cartésienne 2z + 3y — 1 = 0.

. . r = -1 — t
Un paramétrage de la droite est { y o= 3 4+ 2t teR.

On montre que la hauteur issue de B admet pour équation cartésienne 2x — 3y + 4 = 0 et que la

hauteur issue de C' admet pour équation cartésienne x + y — 6 = 0, on en déduit que les coordonnées
14 16

55
cartésienne x +y — 5 = 0 et que la médiatrice du segment [AC| admet pour équation cartésienne

de I'orthocentre sont < > On montre que la médiatrice du segment [AB] admet pour équation

31 19
4dr — 6y — 1 = 0, on en déduit que les coordonnées du centre du cercle circonscrit sont (10 10)

8
La distance est ——.
V13
En utilisant le point H projeté orthogonal du point M sur la droite (AB), on montre que le lieu
géométrique cherché est la perpendiculaire a la droite (AB) passant par le point B.

En utilisant le point H projeté orthogonal du point M sur la droite (AB), on montre que le lieu
géométrique cherché est la parallele & la droite (AB) passant par le point B’ image de B par la

rotation de centre A et d’angle —g.

Le cercle admet pour équation cartésienne (z — 3)? + (y — 1)? = 26.

La droite (AB) d’équation cartésienne z —y — 1 = 0 et le cercle de centre 2 et de rayon 2 d’équation

cartésienne (z —2)? + (y+ 1)? = 4 admettent deux points d’intersection ayant pour coordonnées (2;1)
t (0;—1).

On appelle I le milieu du segment [AB], les cercles de diametres [AB] et [C'I] admettent deux points

d’intersection M (6;1) et N(2;3). Les tangentes cherchées sont les droites (C'M) et (CN) admettant

pour équations cartésiennes 3x — 4y — 14 =0et o — 2 = 0.

Les courbes cherchées sont la droite d’équation cartésienne 2z — 3y — 1 = 0 et le cercle de centre ayant

3 V13
pour coordonnées (1; —§> et de rayon 5
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22) La transformation r ot a pour écriture complexe 2z’ = iz +4 + 44, c’est donc une rotation d’angle T et
de centre le point d’affixe 4. La transformation ¢ o r a pour écriture complexe z' = iz + 6, c’est donc
une rotation d’angle g et de centre le point d’affixe 3 + 3i.

, 12
xT = % + 2—5y + 3
23) La projection orthogonale sur la droite (AB) a pour expression analytique
12 16
= 2 4+ —y=2
Y 25" 257 5
, 24 8
T Tt Y tE
et la réflexion d’axe (AB) a pour expression analytique .
, 24 i 7 6
= —X — _——
Y 25" " 25Y 5
—7 4 244 8 — 64
24) La réflexion d’axe (AB) a pour écriture complexe 2’ = ;—5 Lz 3 L
25) Le centre de I'homothétie cherchée est le point Q2 = bar{(A4;2),(B;1)}.
2 ' 2
26) L’homothétie cherchée a pour écriture complexe 2’ = _§Z +2— %, son rapport est -3 et son centre
6_i
a pour affixe !
5
27) La transformation hor a pour écriture complexe 2/ = —2iz — 1+ 144, c’est donc une similitude directe
27 + 161
de rapport 2, d’angle —g et de centre le point d’affixe % La transformation roh a pour écriture
complexe 2/ = —2iz — 4 — 4, c’est donc une similitude directe de rapport 2, d’angle —g et de centre
-6+ T
le point d’affixe #
- . , , . , m' —n’ mn’ —m'n

28) La similitude directe cherchée a pour écriture complexe 2z’ = az+b avec a = etb=

-n m—n
Problemes

1)
2)
3)

4)

5)

6)

7)

1
L’aire du triangle est égale a Z\/(a +b+c)(—a+b+c)a—b+c)la+b—c).

On utilise la formule d’addition pour la fonction tangente et on se ramene a la loi des sinus.

On montre que ax + by + ¢ =0 équivaut & (a —ib)z + (a + ib)Z + 2¢ = 0.
On montre que (z1—1q)%+(y—yq)? = R? équivaut & z 72— (zq—iyo)z—(zao+iye)z+ra®+ya?—R? = 0.
Aire(ABI IB AB

On a ﬁflc’li =70~ A0 onen déduit que I = bar{(B; AC), (C; AB)}. On montre de méme
que J = bar{(A; BC),(C; AB)} et K = bar{(A; BC),(B; AC)}. Le point Q appartient aux droites
(AI), (BJ) et (CJ), c’est donc le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

En utilisant les équations complexes d’'une droite et d’'un cercle du plan, on montre qu'une droite
passant par O privée de O est globalement invariante, que I'image d’une droite ne passant pas par
O est un cercle passant par O privé de O, que I'image d’un cercle passant par O privé de O est une
droite ne passant pas par O et que 'image d’un cercle ne passant pas par O est un cercle ne passant
pas par O.

On a arg <z

entire @ =2a—0 dol 2/ —zqg =¢

/ /
z 0+ 60 . - 6+6’
en factorisant par e 3. On

- ZQ) = arg(z + 2/ — 2zq) = arg(e’? + ') =

On a Z5mn =2 X 257 d’ot 2/ = az + 0.
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